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Problema 1. Fie Z multimea numerelor intregi. Determinati toate functiile f: Z — Z astfel incat

f(2a) +2f(b) = f(f(a+Db)),

pentru orice numere intregi a si b.

Problema 2. In triunghiul ABC, punctul A; se afli pe latura BC' si punctul B; se afla pe latura
AC'. Fie P un punct pe segmentul AA; si fie () un punct pe segmentul BBy, astfel incat dreapta PQ
este paralela cu dreapta AB. Fie P; un punct pe dreapta PBj, astfel incat By se afla strict intre P
si P, iar ZPP,C = ZBAC. Analog, fie (); un punct pe dreapta QQA;, astfel incat A; se afla strict
intre @ si @1, iar ZCQ1Q = ZCBA.

Demonstrati ca punctele P, @), P, si ()1 sunt conciclice.

Problema 3. O retea de socializare are 2019 utilizatori, unele perechi fiind prieteni. Daca utiliza-
torul A este prieten cu utilizatorul B, atunci utilizatorul B este de asemenea prieten cu utilizatorul
A. Evenimente de urmatorul tip se produc pe rand:

Se aleg trei utilizatori A, B, si C' astfel incat A este prieten si cu B si cu C, dar B i C
nu sunt prieteni; apoi B gi C' devin acum prieteni, dar A nu mai este acum prieten nici
cu B si nici cu C. Toate celelalte stari de prietenie raméan neschimbate.

Initial, 1010 utilizatori au fiecare cate 1009 prieteni, si 1009 utilizatori au fiecare cate 1010 prieteni.
Demonstrati ca exista o secventa de astfel de evenimente, dupa care fiecare utilizator este prieten cu
cel mult un alt utilizator.

Language: Romanian Timp de lucru: 4 ore st 30 de minute
Fiecare problema este notata cu 7 puncte
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Problema 4. Gasiti toate perechile (k,n) de numere naturale nenule astfel incét

El= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" — 2" ).

Problema 5. Banca din Bath a emis monede care au litera H pe o fata si litera T' pe cealalta
fata. Ana a aranjat n astfel de monede de la stanga la dreapta pe un rand. Ana repeta urmatoarea
operatie: daca exista exact £ > 0 monede care au pe fata de sus litera H, atunci ea intoarce pe partea
celalalta moneda de pe pozitia k£, numarata de la stanga; altfel, toate monedele au litera T' pe fata
de sus si Ana se opreste. De exemplu, dacd n = 3 si procesul incepe cu configuratia THT, atunci
secventa de operatii va i THT — HHT — HTT — TT'T, si Ana se opreste dupa trei operatii.

(a) Aratati cd, pentru orice configuratie initiald, Ana se opreste dupa un numar finit de operatii.

(b) Pentru fiecare configuratie initiala C', fie L(C') numéarul de operatii dupa care Ana se opregte.
De exemplu, L(THT) = 3 i L(TTT) = 0. Determinati media aritmetica a valorilor L(C'),
cand C parcurge toate cele 2" configuratii initiale posibile.

Problema 6. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ascutitunghic ABC' pentru care AB # AC.
Cercul w inscris in triunghiul ABC este tangent la laturile BC', C'A, si AB in punctele D, E, si
respectiv F'. Dreapta care trece prin D si este perpendiculara pe dreapta EF' intersecteaza din
nou cercul w in punctul R. Dreapta AR intersecteaza din nou cercul w in punctul P. Cercurile
circumscrise triunghiurilor PCFE si PBF se intersecteaza din nou in punctul Q.

Demonstrati ca dreptele DI si P(Q) se intersecteaza pe dreapta care trece prin A si este perpendiculara

pe Al.

Language: Romanian Timp de lucru: 4 ore st 30 de minute
Fiecare problema este notata cu 7 puncte



